3 3 5
1) a) Montrer que : (Vx €[0; + o) ; _x? < Arctan(x) —x <— %+ %

Arctan (x)

b) En déduire que : l’ m

Arctan(—2—) - x
2) Montrer que : lim (x2+ 1) =—1

xT-() X
Soit f une fonction continue sur [0;1] et dérivable sur ]0;1[ telle que :

fO)=0et f(1)=1
Montrer que : (3c €10;1[);2¢ f(¢)=/c

(Exercice | 3

Soit f une fonction continue sur [0;1] et dérivable sur ]0;1[ telle que :
£(0) # f(1) et f'(x)# 0 pour tout réel x de J0;1]

Montrer que : (3!c €]0;1]); f(0)—f(1) =2 f(c) »

Soit a, b et ¢ des nombres réels donnés non tous nuls.

Montrer que I'équation : 4ax’+ 3bx’+2cx—(a+b+c)=0;x € R admet
au moins une solution dans l'intervalle 0;1[.

1) a) Soit a et b desréelstelsque: 0 <a<b

1 Arctan(b) — Arctan(a) <1

[+5° ° b—a l+d

Arct
b) En déduire que : (Vx € ]0; + o) ; 1 _*l_xz <« £ ;m(x) <1

Montrer que :

2) Application :
fx )_ Arctan(x) x#0
f(0) =

Montrer que lafonction f est continueen X = 0, puis étudier sa dérivabilité
€ x =0,

a) Soit f la fonction définie sur R par:
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(x— 1) X Arc tan(%)

R par: 8@ =
be de la fonction g af

u
tion définie s
" infinies de la cour

oit g lafo
b) Soit & ot brancheS

Etudier 1a nature
voisinage de ¥ et~

des accroissements finis, montrer les inéga"td

n utilisant le théoreme

E
suivantes :
P
1) (Vxe]—oo;O[);Arctan(x) THa2
T tanb —1and l__ b a et b sont deux réels tels que :
2) os'a <" b-a cos
|

o<a<b<12’—

|

3) (V(x;y) € ([0; 10])); Ixcosx—ycosyls 11 x| x—yl

1 1\
a) (vx € J0; 101 f@) —fO) | < Foos71), 2(1) ———~X|x—y|lou f() =4 tan(Ht)
5) (v(x;y) € (10;207);1g0 —gW < 17 Y2 x—yl ot g(t)—Arctan(‘/t+4

1) Enoncer le théoreme des accroissements finis.

2) Montrer que : (Vx (S ]O,ZZL[) ;1< tinx—(& < 1+ tan*(x), en appliquant

le théoréme des accroissements finis.
Soit f une fonction continue sur Iintervalle [0;+ oco[ et dérivable Sd
Iintervalle ]0; + oo[ telle que : f(0) = 0 et la fonction [ est décroissant
sur 'intervalle ]0; + oof .

1) Montrer que : (Vx € ]0; + oo[) ; f(x) = x ' (x)

2) Soit g la fonction définie sur I'intervalle ]0; + oo| par: g(x) =

f(x) |

Montrer que la fonction g est décroissante sur ]0; + oof .
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0;%[ par :
f(x) = 2x + sin(x) — cos (x)

1) Montrer que : (El!a € ]O,%D | fla) =

' Dérivation et étude de fonctions
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2) Montrer que : (Vx € [0;%]);|f' )| <4

3) Montrer que : (B!a € [O%]) /| flx) - a|l<n

Phrercice L 4

soit f une fonction continue sur [0;1] et dérivable sur 10; 1 telles que :
f0)=0et f(1)=14

Montrer que : (3c €10;1[) 71V x ' (c) = 1

Exercice £

soit f la fonction définie sur R par: f(x) =1 —x+ Arctan(x)
et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; i:7).
1) a) Montrer que le point 7(0;1) est un centre de symétrie de (C).

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f' définie sur R.

b) Montrer que '’équation f(x) =0 admet une unique solution a dans R

etque:2<a<%

3) a) Etudier les branches infinies de la courbe (C).

b) Tracer la courbe (C).

4) a) Montrer que la fonction £ est dérivable en tout point de R—{1}

et que : (VXER—{I});I+(f')'(x)+(}:1(‘5)7=0

b) Montrer que : (_:lc = ]%’;1[);(%-— l)(l +U_—,l(f5)?)=— 1

m.
Soit f la fonction définie sur Iintervalle

1 T < <L
[f(X)’tan(x)’ §=%712

15)=0

f est dérivable sur Vinterva

55 or

lle [Lg‘]
1) Montrer que la fonction 4°2

sel x d [L_”_]
2) Montrer que : —2 <f ) <— 1 pour tout réel x d€ ['4>7
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T _ 9y < 1 —tanX < % — x pour tout réel x de [%"H
3) En déduire que 1 3T < 7 fanx N

| f admet une fonction réclproau® définle sur I'intervajq
4) a) Montrer que .

[0:1].
b) Expliciter f '(x) pour tout

1) a et b deux réels tels que : d <b

sel x de [0;1].

sur a;b| t
soit f et g deux fonctions continues sur [a;b] et dérivables sur Ja; b[ telle

que g (x) # 0 pour tout réel x de Ja;bl .

a) Montrer que : gla) # g(b)
b) En considérant |a fonction ¢ définie sur [a;b] par:

(b) —f(a) _ _ — (@)
¢(x)=—g£(-b’)—_’g(7,7><(g(x) g(a))—(f(x)—fla

(b)—fla) _ f(c)
Montrer que : (3¢ € la;bl); ‘gf’(ﬁ:E@T) —g' (o)

2) Application :

Calculer les limites suivantes :

a) h{{}( X —xssinx ) b) 1}[{,‘( x— Ar)cc'gtan (x) )

Exercice

a et b deux nombres réels avec a < b.

Soit f une fonction continue sur [a;b] et dérivable sur l'intervalle [aL
telle que :

fla)=fb)=0et fi(a)=0
Montrer que : (3c € la;bl); f'(c) = fle)

(Exercice 3

n un entier naturel supérieur ou égal 3 2.

Soit f une fonction continue sur [0;1] et dérivable sur V'intervalle 10}
telle que :

fO)=0et f(1)=1

Montrer que : (3(a;b;c) € (J0;1[)); f(a)xf (p) =1=C"

n—1
1 c Xc
116' Dérivation et étude de fonctions
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Exercice 4

soit f une fonction définie sur R et deux fois dérivables sur R telle que :
@e €10;+ o) (Vx €R); £ (x) =

1) Montrer que : ,}irflf' (x) =+o0 et limf’ (x) =—oo

X = <00

2) Montrer que f’ réalise une bijection de R dans R.
On note : g la bijection réciproque de l'application f’.
3) Soit h la fonction définie sur R par: h(x) = xg(x) — f(g(x))

Montrer que la fonction h est dérivable sur R, puis calculer g’ (x) pour tout
réel x.

| Exercice .

Soit a et b deux nombres réels avec a < b.

Soit f une fonction numérique continue sur le segment [a;b] et deux fois

dérivable sur I'intervalle ]a;b[ telle que : f(a) =f(b) =0 et f"(x) # 0 pour
tout réel x de ]a;b|.

Montrer que : (Vx € Ja;b[); f(x) # 0

(Exercice | 3

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0; + oo[ , dérivable sur
I'intervalle ]0; + oof et lim f(x) = £(0)

X—T00

On considére la fonction F définie sur l'intervalle [0;1] par :

{F(x)=f(1;—1);o <x<1
F(0) = £(0)

1) Montrer que la fonction ¢: x — i 1 réalise une bijection de I'intervalle
10;1] sur rintervalle [0; + oof .

2) a) Montrer que la fonction F est continue sur [0;1].
b) Montrer que la fonction F est dérivable sur 'intervalle ]0;1[.
3) Montrer que : (3c €]0;+ oo[)/ f'(c)=0

4) On suppose que la fonction f est deux fois dérivable sur I'intervalle
10; + o[ pour tout réel x > 0.

Montrer que le réel ¢ est unique.
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